
Génie 13 .

2. Polynôme caractéristique
Thm. Soit A e Mn

, on
IIK) où TK est soit R

,
soit ¢ .

Alors , le pole . car. paf7) = dét LA -XIn) satisfait

pa (7) = f- 1)
n'7Mt an -An

- t

t
. . . + ao ,

où Ro
,
. . _

, an.pe IK .

(a) Formule explicite du déterminant (Prop . 4. re) ftp. 112)
D'après cette formule , on a :

pafa) = Il A - t -In )ou,i
EE Sn

=

ËçnA)oui - t ' (Intrus
.
i

(b) Une de ces permutations ou est l'identité f-à- oh,
Otis = i

, pour i =p . . .

,
m) , donc ,

paf7) = fan
- 7) la zz - t) - -

- format) +Ëj!Alors , i
- t ' ( In tous

.
i

÷
où En est l' ensemble de toutes permutations de taille n
sauf l' identité.
Le terme ① peut s' écrire comme

① = f-1) n'7Mt polynôme en7 de degré en-1 .

(c) On remarque que pour toute permutation à qui



n' est pas l'identité, il existe i. j t.q.itsi
Otis # i et 6ff) # j . (NB . on est en dehors de la

diagonale principale) . Donc une telle permutation et
choisira au max n- z éléments sur la

diagonale de A- 7in . Le degré de chaque
polynôme dans ② est donc In - z

.

Ma

3. Pol . car.
, spectre et vecteurs propres

M A- f1,
-

Et E- [? Et

papy = détfa - ZI) = l'¥ ¥, f-
= f1 -2) f5- Z) - 4- f- 2) = 72-67+13

ppt) = dét(B - XI) = I ¥1 =
= -Xp - 7) + 2 = 22-27+2

(b)
Sp

,#A)
={ 1ER paf) = o} = 0
72-67+13=0

A = 36-4.13=36-52 to pas de sol. en#

Sp!A) = { te ¢ papy = 0} ={ 3 - Zi, 3 tzi}
On cherche un rect

- propre de A associé à ¥3
- Zi :

on prend à= (vs , Vz ) E E
'

,
on a :



A à = Ziv, A- - Ze Ia)à = à

[¥
"

a. Il:) =p:) .

[¥" ai b) toutim, [
"

où
-

! ! ]
d' où va = f-1 titre .

Donc en choisissant

M = 1
,
on a que E- f1, - tti) est un rect.

propre associé à Z , =3
-Zi

.

Ex
.
4. Soit A c-Mn

,nftk) .

(a) M
. q . A et AT ont les mêmes valeurs propres .

On utilise la déf . du poe. car . pa fr) et le
fait que dét (A) = détfat) :

Sp* (A) = { ZEIK patate} ={ ZEIT détfA -77--0}=
détfttdétft { ze # dét KA -III) = 0}

= {7rem détftt - XI) = a} ËSp* FAT)
Et



(b) Prouver que si Ike et Zespçft
*

) , alors Ze Spe ft) .

(A- * : = (At) = (a)
t

,
et satisfait les propriétés :

(At B)
*
= A- * + B* et A- B)

*
= B
*
A* )

Preuve : Par la Prop .
6.3
,
on a que Ze Spe (A *) si

et seulement siÆ) dét (A*-ZI) = 0 .

À voir : détfA - I I) = o ft EE Spe (A) ) .

On a :

[
Â - II

[
À-tqÀ

A- = Â
,
I = I I - I = ZI À- B-= A - B

Ainsi
, on a :

-

•¥A- = dit (À -ZI) = détfÀ-ZI)
détfatdétftt)

= détfft-ZIJT)

= détf FAIT- ZI)
(déf. A

détf A *- ZI) = à = 0

Finalement : dét (A -EI) = 0 Ma


